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Einleitung, 

Die gleichzeitige Verwandlung von drei bilinearen ter: 
nären Formen in ſymmetriſche durch lineare Transformation 
der einen Reihe von Variablen iſt in neuerer Zeit verſchie— 
dentlich unterſucht worden: 

J. Roſanes, Journal für die reine und angewandte 

Mathematik 1883, Band 95. 

B. Igel, Monatshefte für Mathematik und Phyſik 1894, 
Jahrgang 5. 

Philipp Maennchen, Die Transformation der trilinearen 
ternären Form in eine teilweiſe ſymmetriſche. Gießener 
Diſſertation, Leipzig 1898. 

Es wird dadurch die Frage angeregt, in welcher Weiſe 
ſich eine oder zwei ſolche Formen in ſymmetriſche verwandeln. 
Von da wird man weiter zur Betrachtung der bilinearen 
binären Formen zurückgeleitet. 

In Folgendem wird verſucht, alle dieſe Fälle auf ſyn— 
thetiſchem Wege in Angriff zu nehmen. Es handelt ſich alſo 
um die nachſtehend formulierten Aufgaben. Dabei mag von 
vornherein erwähnt werden, daß die Benutzung ſingulärer 
Projektivitäten bezw. Reziprozitäten Modifikationen der Er— 
gebniſſe zur Folge haben würde. 
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Aufgaben. 


Erſter Teil. 
1) Auf einer Geraden u iſt eine nicht involutoriſche 


Projektivität 9 1 77 gegeben. Auf die Punktreihe 


A B' C'. . . wendet man eine projektive (unbekannte) Über⸗ 
tragung 5 10 155 an, jo daß fie übergeht in ABI Ci. . 
man ſoll die Übertragung ſo einrichten, daß die Beziehung 
4 
ABC 
Löſungen.) 
2) Auf derſelben Geraden u iſt noch eine zweite nicht 
involutoriſche Projektivität 9 15 18 5 f gegeben. Durch die 
obige Übertragung geht das Gebilde A“ B“. über in 
A2 Bz Cz.. . Man ſoll bewirken, daß auch (AB, B. C, 


involutoriſch wird. (Einfach unendlich viele Sohnes 
3) Auf derſelben Geraden u iſt noch eine dritte nicht 


5 involutoriſch wird. (Doppelt unendlich viele 


A, G 
involutoriſche Projektivität 0 e N gegeben; durch die— 
ſelbe Übertragung geht A“ B““ C“. .. in A,B,C,... über, 


es ſoll auch 15 5 110 J iwolutoriſch werden. (Eine Löſung.) 


9 


4) Es iſt noch eine vierte nicht involutoriſche Projek— 
8 e 
tivität 0 Aly Rly (ux. i ) auf der Geraden u gegeben; ſoll auch 
dieſe durch dieſelbe Übertragung übergehen in die involu— 

h TIER wre EEE 

toriſche Beziehung 258 0. 5 ), jo iſt die Übertragung 
bezw. die gegebene Projektivität einer Bedingung unterworfen; 
letztere ſoll aufgeſucht werden. 


Zweiter Teil. 

1) Man hat in einer Ebene J zwei reziproke nicht po— 
lare Felder n, und 9, die durch das Vierſeit a0 bo code und 
das Viereck AB CD beſtimmt find. Auf das Viereck 

4 67 8 
u 
an, jo daß das Viereck übergeht in AI BI CI Di. Man 
ſoll die Übertragung ſo einrichten, daß die Reziprozität 
0 x 6 50 ein Polarſyſtem wird. (Fünffach unendlich viele 
Löſungen.) 

2) Es iſt in der Ebene J noch ein zweites zu 30 bo c do 
reziprokes nicht polares Feld 7 durch das Viereck ABCD“ 
gegeben. Durch dieſelbe Übertragung ſoll dieſes in A B. Ca D. 
ſo übergehen, daß auch 8 0 55 ein Polarſyſtem wird. 
(Doppelt unendlich viele Löſungen.) 

3) Es iſt in der Ebene 7 noch ein drittes zu a0 bo c do 
reziprokes nicht polares Feld “ durch das Viereck 
AT’BC”D” gegeben. Durch obige Übertragung geht 
dasſelbe über in A3 BZ Cz Dz, und es ſoll die Reziprozität 
05 Po eg d 
9 
iſt an eine Bedingung gebunden, die aufgeſucht werden ſoll. 


wendet man eine projektive (unbekannte) Übertragung 0 


) ebenfalls ein Polarſyſtem bilden. Die Löſung 


Erſter Teil. 
8 


Es ſeien auf einer Geraden u zwei zu einander projek— 
tive, nicht involutoriſche Punktreihen A0 Bo CO ... und 
ABC... gegeben. Verbindet man einen beliebigen Punkt 
 & (fig. 1), der außerhalb u liegt, mit den Punkten A’ und 
B', und verbindet man einen andern Punkt 8, der in der 
Ebene von L und u liegt und nicht auf u fällt, mit A, und 
Bo, fo wird durch TA“ und SB, ein Schnittpunkt “ und 
durch ZB’ und SA, ein Schnittpunkt 6“ beſtimmt. Die durch 
o und 6 gehende Gerade ſoll mit g bezeichnet werden. Die 
Punktreihe ABC... wird aus L durch einen Strahlenbüſchel 
auf die Gerade g in die perſpektive Punktreihe a BY’... 
und dieſe wieder aus S nach u kin die perſpektive Punktreihe 
AI BI Oi. projiziert, ſo daß A, B. und ß 20 
Die Punktreihen Al BI CI ... und ABC. .. find zu ein⸗ 
ander projektiv, da ſie mit derſelben Punktreihe ar... 
perſpektiv liegen, und daraus ergiebt ſich, daß auch A BI CI... 
zu A0 Bo CO ... projektiv iſt, da ja nach Vorausſetzung 
A0 BO CO ... und AB! C. .. projektive Punktreihen find. In 
den Punktreihen A0 B CO . .. und A1 BI CI ... entſpricht ſich 
nun ein Elementenpaar A0 Bo und A Bi doppelt, weshalb 
dieſe beiden Punktreihen nach einem bekannten Satze zu ein= 
ander involutoriſch liegen. 

Hält man bei der angegebenen Übertragung von ABO... 
in AI Bi Ci . . . die Punkte A0, Bo als ein Paar der Invo⸗ 
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lution feſt, jo iſt die Lage von Ci bei feſtem X noch durch— 
aus willkürlich und zeigt ſich nur abhängig von der Lage 
des Punktes 8. Wir laſſen z. B. den Punkt S die Gerade 
a Bo durchlaufen. Dann beſchreiben die Punkte S auf B. 
und Y auf XC' zwei zu einander projektive Punktreihen, 
denn die Punktreihe der S iſt perſpektiv zu der Punktreihe 
der 6“, da beide aus A, projiziert werden, ebenſo find die 
Punktreihen der 8“ und 7 zu einander perſpektiv, da beide 
aus a projiziert werden, alſo auch Y zu S projektiv. Die 
Verbindungslinien entſprechender Punkte der Punktreihen y' 
und S bilden daher einen Strahlenbüſchel zweiter Ordnung, 
und in die Schnittpunkte der Strahlen dieſes Büſchels mit 
der Geraden u fällt das jeweilige CI. Es läßt ſich aber 
leicht zeigen, daß u kein Strahl dieſes Büſchels iſt. Fällt 
nämlich der Punkt S nach Bo, jo gelangt 6“ nach B' und 
damit kommt 7, als Schnittpunkt von * B' mit LC, außer: 
halb C', d. h. der zweite Strahl von B, aus — der erſte 
iſt Bo als Träger der Punktreihe 8 — kann nicht u ſein. 
Durch jeden Punkt von u müſſen daher zwei Strahlen unſeres 
Büſchels zweiter Ordnung gehen und der Punkt C; muß die 
Gerade u zweimal durchlaufen. 

Indeſſen können auch die beiden durch C, gehenden 
Strahlen imaginär werden. In dieſem Falle giebt es alſo 
Punkte auf der Geraden u, in die Cu nicht fallen kann, fo 
daß alſo bei feſtgehaltenem Punktepaar 40 Bo durch die an— 
gegebene Übertragung C, nicht mit jedem beliebigen Punkt 
von u auf reelle Weiſe gepaart werden kann. 

Es kann indeſſen eine andere Übertragung angegeben 
werden, die A, und B. auf Bo und A, und zugleich C. in 
einen beliebigen Punkt Do projiziert. Verbindet man näm— 
lich L mit ABC’ und S mit 4A B Do (Fig. 2) und be— 
zeichnet man den Schnittpunkt von ZA’ und SB, mit 4, 
von ZB’ und SA, mit 6, von LC' und SD, mit 7, fo 
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wird durch die fünf Punkte L8 8 8˙7 ein Kegelſchnitt x be⸗ 
ſtimmt. Projiziert man nun die Punktreihe A B'“. .. aus 
Lauf dieſen Kegelſchnitt und die jo auf x erhaltene Punkt⸗ 
reihe aus 8 wieder nach der Geraden u in A BI CI. ., daß 
AI Bo und BI = A9 wird, ſo iſt A0 BG up 
progeftiv und involutoriſch. Denn die Strahlenbüſchel 
(A“ B'C. . .) und S(A,B,C, . . .) find projektiv, da ſich die 
entſprechenden Strahlen auf einem Kegelſchnitt ſchneiden, auf 
dem auch ihre Mittelpunkte liegen, und daher iſt auch die 
Punktreihe Al BI CI . . . projektiv zu ABO... und folglich 
Al BI CI . . . projektiv zu A0 Bo CO .. .. Zugleich haben wir 


ein Paar ſich doppelt entſprechender Elemente „ und 
IR 


damit iſt unſere Behauptung bewieſen. 

Die Punktreihe A BI CI . . . kann daher, wenn wir das 

erſte Paar der Involution 1 feſthalten, auf einfach un⸗ 

BI AI | 
endlich viele Arten mit A0 B) C. . .. als involutoriſch herge⸗ 
ſtellt werden. 

Ebenſo wie wir ſeither Ac mit B, gepaart haben, können 
wir auch A, mit jedem andern Punkt der Geraden u paaren. 
Will man etwa A, mit E, paaren, jo braucht man in den 
obigen Konſtruktionen ſtatt B und B nur überall E und s 
zu nehmen. 

Im Ganzen läßt ſich daher die Punktreihe A BI CI. . 
mit A0 Bo CO .. . auf doppelt unendlich viele Arten als invo— 
lutoriſch herſtellen. 


2, 

Auf der Geraden u ſei eine weitere Punktreihe A“ B““. . 
gegeben, die zu A0 Bo Co . .. projektiv, aber nicht involutoriſch 
iſt. Wir bezeichnen den in B' fallenden Punkt dieſer neuen 
Reihe mit C'“ (Fig. 3). Es wird dann die Punktreihe 


. 


A,B“ C“. . . aus dem im § 1 bezeichneten Punkt Lauf die 
daſelbſt beſtimmte Gerade g in die Punktreihe «BY... 
projiziert, wobei 1“ mit 8° zuſammenfällt. Während der 
Schnittpunkt 8: von & B, mit BA, das Centrum iſt, aus 
dem «By... jo in die Punktreihe Al BI CI ... projiziert 
wird, daß dieſe zu A0 Bo Co . . . involutoriſch liegt und 
AI = Bo, BI = A wird, fo iſt der Schnittpunkt 8, von 
. Co mit 7 Ab das Centrum, aus dem 8“. . . auf die 
Gerade u jo in die Punktreihe A B C ... projiziert wird, 
daß dieſe ebenfalls zu A0 B) C. . . . involutoriſch liegt und 
A2 = Co, &=A, wird. Damit nun durch dieſelbe Über— 
tragung beides zugleich geſchieht, müſſen 8, und 8, zuſammen— 
fallen. Um dies zu erreichen, drehen wir die Gerade g um 


den Punkt 5 j Die Punkte « und a” beſchreiben dann 


U 

zwei perſpektive Punktreihen auf LA“ und LA“ und die 
Punkte 8. und S: auf der Geraden A,ß" zwei Punktreihen, 
die zu “ bezw. . perſpektiv, alſo zu einander projektiv 
ſind. Da aber zwei projektive Punktreihen auf derſelben 
Geraden im allgemeinen zwei Doppelelemente haben, ſo gibt 
es auf der Geraden A,ß zwei Punkte, in denen 8, mit dem 
zugehörigen 8. zuſammenfällt, und dieſes find die geſuchten 
Punkte unſerer Übertragung. 

Sit der Punkt S ein fo beſtimmtes Centrum (Fig. 4), 
dann müſſen alſo die drei Strahlen X(B'A'A“) die bezüg— 
lichen drei Strahlen 8(A, Bo Co) in Punkten einer Geraden 
ſchneiden. Die Strahlenbüſchel L(B'A' A“) und 8(A B Co), 
deren projektive Beziehung durch die drei bezüglichen Punkte 
BA A“ und A0 B Oo feſtgelegt iſt, müſſen alſo perſpektiv 
ſein. Da aber in perſpektiven Strahlenbüſcheln der Ver— 
bindungsſtrahl ihrer Mittelpunkte ſich ſelbſt entſpricht, ſo 
muß auch der Strahl Ts ſich ſelbſt entſprechen, und ſein 
Schnittpunkt mit der Geraden u muß ein Doppelpunkt der 


a 


durch BAA“ und A0 B) Co beſtimmten Projektivität ſein. 
Die Gerade g, in der ſich die entſprechenden Strahlen 
ſchneiden, muß ebenfalls durch einen der beiden Doppelpunkte 
gehen, da der Schnittpunkt von g und u ein Punkt iſt, in 
dem ſich zwei entſprechende Strahlen von T und S aus 
ſchneiden. Bezeichnen wir die beiden Doppelpunkte mit X 
und Y, jo geht g durch Y, wenn S auf der Geraden XX 
liegt und umgekehrt. Will man alſo die beiden Punktreihen 
A B'C'. .. und A“ B“ C“. .. durch dieſelbe Übertragung in 
zwei Punktreihen verwandeln, die zu A0 B CO .. . involutoriſch 
ſind, ſo beſtimmt man zunächſt die Doppelpunkte der durch 
die drei Paare A B CO . . . und BAA“. .. gegebenen Pro⸗ 
jektivität, verbindet irgend einen Punkt L mit einem Doppel⸗ 
punkt, nimmt auf dieſer Verbindungslinie einen beliebigen 
Punkt 8, legt dann durch den andern Doppelpunkt und den 
Schnittpunkt von SA, und ZB’ die Gerade g, projiziert auf 
dieſe von L aus die Punktreihe A B'C'. .. und A“ B“ O“. .. 
und dieſe Projektion dann wieder aus S zurück auf u. 

Dieſe Betrachtung hängt zuſammen mit der Löſung der 
Aufgabe: 

Wenn in einer Ebene drei Strahlen durch einen Punkt 
und drei Punkte auf einer Geraden gegeben ſind, den Ort 
des Punktes zu ſuchen, deſſen Verbindungsſtrahlen mit den 
gegebenen Punkten die gegebenen Strahlen auf einer Ge— 
raden ſchneiden. 

Wenn die Doppelpunkte der Projektivität A0 Bo C 
und B’A’A” imaginär werden, dann iſt dieſes Ver— 
fahren nicht durchführbar. In dieſem Falle können wir 
jedoch zu einer Übertragung greifen, die durch einen Kegel— 
ſchnitt vermittelt wird. 

Nimmt man außerhalb der Geraden u zwei beliebige 
Punkte S und L an (Fig. 5), die mit u in einer Ebene 
liegen, verbindet T mit den Punkten BAA“ und S mit 
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A,B,C, und bezeichnet den Schnittpunkt von SA, und ZB 
mit 8, von SB, und ZA’ mit , von SC, und ZA” mit 
„ jo beſtimmen die fünf Punkte S Ta“ g8˙“ einen Kegel— 
ſchnitt *, und es läßt ſich geradeſo wie in § 1 zeigen, daß 
die Übertragung, die durch 8, L und % hergeſtellt wird, die 
beiden Punktreihen A BC. .. und A“ B“ C“. . . in zwei 
Punktreihen Al BI CI . .. und Az B CI . . . verwandelt, die 
zu A0 Bo C0 . . . involutoriſch ſind. Dieſe Übertragung iſt 
aber ſtets reell. 

In beiden Fällen iſt auf die angegebene Weiſe A, mit 
zwei beſtimmten Punkten Bo und C, involutoriſch gepaart, 


ſo daß die beiden Paare rd und N beſtehen. Be⸗ 
rot 2 2 


zeichnen wir den Punkt A“ als zur erſten Punktreihe ge— 
hörig mit D', fo müſſen Al Bi Di immer in bezw. B. A0 C 
fallen, und da ſomit in der zu A B9 CO . .. projektiven Punkt— 
reihe Al BI CI . . . drei Punkte feſt liegen, jo iſt dieſe ein— 
deutig beſtimmt. Dasſelbe gilt für Ar B O . . .. Jeder 
weitere Punkt kann alſo nicht mehr in einen beliebigen 
Punkt projiziert werden, ſondern erhält eine beſtimmte Lage, 
und nur dadurch, daß man A, mit jedem ſolchem Punkte— 
paar wie B, und Co einmal paaren kann, erhält die Über— 
tragung einfach unendlich viele Möglichkeiten. 


§ 3. 


ft auf der Geraden u noch eine weitere zu ABO Co ... 
projektive, nicht involutoriſche Punktreihe K“ B“ C“. . . ge— 
geben, und bezeichnet man den Punkt B' als zur dritten 
Reihe gehörig mit D“, jo werden durch die Projektivitäten 
5 und sg zwei im allgemeinen verſchiedene 
A0 Bo O. A0 BO Do 
Doppelpunktepaare beſtimmt. Im vorhergehenden Para— 


graphen haben wir nun geſehen, daß das Centrum 8, aus 
dem die gleichzeitige involutoriſche Übertragung für zwei 
Punktreihen hergeſtellt werden kann, auf der Verbindungs- 
linie von L mit einem der eben angegebenen Doppelpunkte 
liegen muß. Daraus ergibt ſich aber, daß ein Centrum 8, 
mit deſſen Hülfe die drei Punktreihen involutoriſch über— 
tragen werden, nur dann beſteht, wenn die Doppelpunkte⸗ 
paare der beiden angegebenen Projektivitäten zuſammenfallen. 
(Wenn einer der Doppelpunkte gemeinſchaftlich iſt, ſo iſt es 
auch der andere, da L mit dem erſteren verbunden, es für 
jede Lage von S in dieſer Verbindungslinie nur eine Gerade 
g gibt, welche im Schnittpunkt mit u den gemeinſchaftlichen 
andern Doppelpunkt beſtimmt.) Da dies aber im allgemei— 
nen nicht eintritt, ſo iſt unſere Übertragung für drei Punkt⸗ 
reihen bei beliebiger Wahl der erſten Paare ebenfalls im 
allgemeinen nicht möglich. 

Wir werden aber zeigen, daß die gewünſchte Über: 
tragung möglich iſt, wenn A, ganz beſtimmten Punkten zu: 
geordnet wird. Die Punkte B, bezw. Co und Do, denen A, 
zugeordnet wird, brauchen nur ſo gewählt zu werden, daß 


[2 [4 » 


BA N 
die beiden Projektivitäten 10 915 und 0 B D. dieſelben 


Doppelpunkte haben, oder was dasſelbe iſt, 05 die projek⸗ 
tive Beziehung en, ) beſteht. Zu der Beſtimmung 
von B) Co Do gelangen wir auf folgendem Wege. 

Wir projizieren B', A’, A“, A” aus dem Punkte L. 
(Fig. 6) auf eine beliebige Gerade » in der Ebene Zu nach 
60, A, A, a9 und bezeichnen die Schnittpunkte von A0 000 
und BOB, mit X, von A0 und BOC, mit Y, von A040“) 
und 60 D) mit Z. Die Verbindungslinie von X und Y iſt 
dann die Gerade, auf der ſich die entſprechenden Strahlen 
ſchneiden, die von 30 bezw. A, nach entſprechenden Punkten 


BIN ee 


Tor SO ; 
der Projektivität | AB 5 gezogen werden; die Verbin— 
0 NL 


dungslinie XZ ift die entſprechende Gerade für die Projek— 
tivität . Hi Beide Geraden Schneiden ſich in dem Punkte 
0 0 
X auf der Geraden 0 A0. Wenn die Geraden XV und 
und XZ zuſammenfallen, dann beſteht die Projektivität 
. (B. 
hie 1 Durchläuft nun der Punkt | 15 die 
i 

Gerade u, dann beſchreiben ſowohl 800 als auch Bo, Co, Do 
projektive Punktreihen. Die Gerade BB” umhüllt daher 
einen Kegelſchnitt, der die Geraden u und v als Träger der 
Punktreihen und 80 Ab zu Tangenten hat. Die Gerade 
4 Ab iſt Tangente, da BO nach a” gelangt, wenn Bo 
in A, fällt. Wenn daher B' und damit B) die Gerade u 
durchläuft, beſchreibt X auf 8 Ab eine zu B' projektive 
Punktreihe“). Ebenſo beſchreiben Y auf ) Ab und Z auf 
0% A0 zu B projektive Punktreihen. Da die drei Punktreihen 
der X, Y, 2 zu der Punktreihe B' projektiv find, find fie 
untereinander projektiv; ſie ſind aber auch perſpektiv, da ihr 
Schnittpunkt A, ſich ſelbſt entſpricht. Fällt nämlich B' in 
den Schnittpunkt der Geraden u und », dann fallen die 
drei Geraden B 60, Co 600 und D,BN in die einzige Gerade 
u zuſammen und die entſprechenden Punkte X, V, Z in den 
Punkt A0. Aus der perſpektiven Lage der X, X, Z folgt 
aber, daß die Verbindungslinien entſprechender X, Y bezw. 
X, Z ſich je in einem Punkte G bezw. H ſchneiden. Nur in 
dem Falle alſo, daß X in den Schnittpunkt der Verbindungs— 
linie GH mit 4% A0 fällt, fallen die Geraden XY und XZ 
in eine einzige Gerade zuſammen. 


) Vergl. Reye, Geometrie der Lage, 1, Abt., 3. Aufl., Seite 76. 
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Wir ſehen darals daß Die Tropen (4 0 
nur einmal eintritt, daß alſo auch A, nur mit einem ein⸗ 
zigen, beſtimmten Punkt B, bezw. Co und D. involutoriſch 
gepaart werden kann. Das gemeinſame Centrum 8 der 
Projektionen liegt dann auf der Verbindungslinie von L und 
8 rl a ee 
einem der Doppelpunkte der Projektivität | 4 
während die Gerade g, auf die hierbei BAA“ A““ proji⸗ 
ziert werden, durch den andern Doppelpunkt geht. 
. . 

Wenn die Doppelpunkte der Projektivität | ABO, ei 
imaginär find, jo bedienen wir uns wieder der Übertragung 
durch Vermittelung eines Kegelſchnitts. 

Projizieren wir auf den in $ 2 angegebenen Kegel⸗ 
ſchnitt x aus L den Punkt A in “ (Fig. 7) und dieſen 
aus S zurück auf u, Jo wird im Allgemeinen A““ nicht nach 
Do übertragen werden, und wir ſehen auch hier, daß drei 
Punktreihen ſich nicht durch dieſelbe Übertragung in Punkt⸗ 
reihen verwandeln laſſen, die zu A0 BO CO. . . involutoriſch 
find, wenn dem Punkt A, beliebige Punkte zugeordnet werden. 
Wir wollen nun ſehen, wie der genannte Kegelſchnitt * ſich 
ändert, wenn wir den Punkt B! die Gerade u durchlaufen 
laſſen. Wir werden zunächſt zeigen, daß dann die entſtehenden 
Kegelſchnitte einen Kegelſchnittbüſchel bilden. 

Bezeichnen wir irgend einen Punkt auf u mit M“ bezw. 
N“, jo entſprechen ihm in der Nullreihe die zwei verſchiedenen 


EL Ms 
Punkte Mo und No; projiziert man den Punkt | aus 


5 

* 7 Wu‘ 4 N MI 

uf it 6 5 und dieſen Punkt aus S auf u in 1 ) 
2 


jo bildet dieſer Punkt mit Mo ein Paar der Involution für 
die beiden Reihen A B CO ... M. . .. und A BI Ci .. MI 


1 


und ebenſo mit N, ein Paar für die Reihen A0 BO CO ... 
No. .. und Az Bz C. . . N..... Im Allgemeinen werden 
Mo und N, nicht zuſammenfallen, dieſes wird nur dann ein— 


treten, wenn 0 ein Doppelpunkt der Reihen ABC“. .. 
und A BO OH, N ' iſt. Bezeichnen wir den 
Doppelpunkt in dieſem Fall mit Ka 
in der Nullreihe nur der eine Punkt X,. Fällt nun bei 


N 


ſo entſpricht dieſem 


der angegebenen Übertragung = in den Punkt Yo, der 


Nullreihe, jo bildet X, und Y, ein Paar der Involution 
ſowohl für A0 B) CO ... und A1 BI CI . . ., als auch für 
A0 50% % und A B. C Der Punkt 7 muß der 
dem andern Doppelpunkt der Reihen A'B’C'... und 
A,B“ C“. . . entſprechende Punkt der Nullreihe fein; denn da X. 
und X, auf einen Punkt Vo fallen, jo müſſen die beiden 
Punkte Y, und Y, in den einen Punkt X, fallen; dies tt 
aber nur möglich, wenn X' und 1“ zuſammenfallen. 

Hält man die Punkte 8, T und A, feſt und variiert 
B, und CO, dann bleiben die Geraden TA“, TA“ und SA, 
feſt und die Punkte “, c“ und 6“ durchlaufen drei projek— 
tive Punktreihen; denn die Punktreihen, die von den drei 
Punkten B', B, und Co durchlaufen werden, find zu ein— 
ander projektiv und zu den drei Punktreihen 8“ a’ und a 
perſpektiv, letztere mithin zu einander projektiv. Wir er— 
halten damit einfach unendlich viele Kegelſchnitte *, die außer 


durch S und L noch durch die beiden Punkte % und 1 


gehen, wenn wir mit 190 und 0% die Schnittpunkte der 


— Sr 


Geraden von bezw. N mit SY, und Ly. mit SX, be⸗ 


„ 


zeichnen. Nach dem Vorhergehenden müſſen die beiden 
Doppelpunkte Ban und 1950 der beiden projektiven Punkt⸗ 


reihen ABC“... und A“ B““. ., ſtets nach Vo bezw. X, 
projiziert werden. Die Kegelſchnitte *, durch die die beiden 
Punktreihen A'B’C'... und A“ B“ C“. . . aus L und S auf 
alle mögliche Arten (einfach unendlich oft) ſo projiziert werden, 
daß fie mit A0 Bo Co .. . involutoriſch liegen, bilden demnach 


einen Kegelſchnittbüſchel durch die vier Punkte L, 8, 125 


und 155 
N 


Nehmen wir die dritte Punktreihe ABC"... hinzu, 
jo wird die Gerade ZA von jedem Kegelſchnitt des Büſchels 
außer in L noch in einem Punkt 8“ geſchnitten. Da nach 
einem Satz aus der Theorie der Kegelſchnittbüſchel alle Ge⸗ 
raden, die durch einen Mittelpunkt des Büſchels gehen, in 
projektiven Punktreihen geſchnitten werden, die perſpektive 
Lage bekommen, wenn die Träger durch verſchiedene Mittel- 
punkte gehen“), jo müſſen die Punktreihen der , d“, ““ 
untereinander projektiv und zu der Punktreihe der 6“ per: 
ſpektiv fein. Nun find die Punktreihen Bo, Co, Az perſpektiv 
zu den bezüglichen Punktreihen “, “, ““ und die Punkt⸗ 
reihe Do projektiv zu B, und Oo, daher auch die Punktreihen 
Az und Do zu einander projektiv. Durch die Doppelpunkte 
der beiden letzten Punktreihen werden wir auf die Kegel— 
ſchnitte geführt, die die drei Punktreihen AB! C“. .., 
A“ B““. .. und ABC"... fo nach u übertragen, daß 
fie mit A0 Bo CO . . . involutoriſch liegen. 


*) Vergl. Steiner’3 Vorleſungen über ſynthetiſche Geometrie, 
11. Teil: Die Theorie der Kegelſchnitte von H. Schröter, 2. Aufl., 1876, 
Seite 240. 
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Wir wollen dieſe Doppelpunkte der beiden Punktreihen 
A, und D, näher unterſuchen. 

Bezeichnen wir den Schnittpunkt von ZA und SD, 
mit “ (Fig. 7), fo wird durch die fünf Punkte T8“ Bla,“ 
ein Kegelſchnitt m beſtimmt, durch den die Punktreihen 
A“B!C“. .. und ABC... fo projiziert werden, daß fie 
mit A0 B C. . . . involutoriſch liegen. Bei variierendem B' 
bilden die Kegelſchnitte 1 auch einen Büſchel durch S und 
L. Auch liegt die Punktreihe, die von .“ gebildet wird, zu 
der Punktreihe 8“ perſpektiv. Durchläuft 6“ die Gerade SA,, 
jo durchlaufen ““ und 8.“ die Gerade ZA” und die 
Punktreihen 3“ und 3“ ſind projektiv und haben zwei 
Doppelpunkte. Bezeichnen wir das Perſpektivitätscentrum der 
Reihen 6“ und ““ mit P (Fig. 8) und das der Reihen 6“ 
und a, mit P,, Jo ſchneiden ſich die entſprechenden Geraden 
Pa’ und PI :“ immer auf der Geraden 8 A0. Wie leicht 
erſichtlich, müſſen daher “ und a“ zuſammenfallen im 
Schnittpunkt z, von ZA und SA, und ebenſo im Schnitt— 
punkt d von ZA und PPI. Für dieſe beiden Fälle fallen 
die entſprechenden Kegelſchnitte x und %, in einen zuſammen. 
Wenn jedoch der Kegelſchnitt durch *. geht, dann wird A““ 
aus L nach . und z, aus 8 nach A, projiziert, jo daß 
dann A, mit ſich ſelbſt iuvolutoriſch gepaart iſt. Da wir 
jedoch dieſen Fall aus unſerer Aufgabe ausſchließen, ſo iſt 
es auch hier nur in einem Fall möglich, eine Übertragung 
zu finden, die die drei Punktreihen A1 BI CI . .., A2 B C . 
und A; B. Cz. .. zu A0 B0 Co .. . in involutoriſche Lage bringt. 


§ 4. 

Sit auf der Geraden u noch eine vierte zu A0 B) CH . . . 
projektive, nicht involutoriſche Punktreihe A BIVYCIV. . . ge 
geben, ſo laſſen ſich die vier Punktreihen nur dann durch 
dieſelbe Übertragung in Punktreihen verwandeln, die zu 


Sa 


A0 Bo Co . . . involutoriſch find, wenn von den vier gegebenen 
Projektivitäten eine gewiſſe Bedingung erfüllt iſt. Wir ge 
langen zu dieſer Bedingung, ſowohl wenn wir die Über⸗ 
tragung durch eine Gerade, als auch, wenn wir ſie durch einen 
Kegelſchnitt herſtellen. 

Bezeichnen wir den Punkt B’ als zur vierten Punkt⸗ 
reihe gehörig mit El“, dann muß bei der geforderten, ge— 
meinſamen Übertragung durch eine Gerade (BA AAA) 
zu S(A0 Bo CO Do Eo) perſpektiv, bei der Übertragung durch 
einen Kegelſchnitt dagegen projektiv ſein; in beiden Fällen 
muß alſo BAA“ A“ AIV projektiv zu A0 Bo C Do Eo fein. 

In § 3 haben wir nun gezeigt, daß ſich ſtets ein und 
nur ein Punkt B' ſo beſtimmen läßt, daß BAA“ A“, 
projektiv zu A0 B CH Do iſt, in welchem Fall ſich eben die 
gemeinſame involutoriſche Übertragung der drei Punktreihen 

AL Aπτ αοοοπ » A 
herſtellen läßt. Die weitere Projektivität Wen. 0 N 
läßt ſich aber nicht beliebig herſtellen, ſondern iſt nur dann 
möglich, wenn die vier gegebenen Projektivitäten die Be— 
dingung erfüllen, daß AA“ A“ AIV projektiv zu Bo CO Do E 
iſt, wobei Bo, Co, Do die drei Punkte find, mit denen A, 
bei der gleichzeitigen Übertragung der drei Punktreihen ge— 
paart iſt. Die Bedingung für eine gleichzeitige involutoriſche 
Übertragung von vier Punktreihen können wir alſo auch da— 
hin ausdrücken: 

Es müſſen die vier Elemente der Nullreihe B Co Do E 

(B. 
Q 
D* 
(EIVY) 
reihen zugehörig betrachtet, entſprechen, projektiv ſein zu den 
vier Elementen AA“ A“ A, die in den vier Punktreihen 
einem beſtimmten Element A, der Nullreihe entſprechen. 


(Fig. 9), die demſelben Punkt Hals den vier Punkt- 
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Wenn dieſe Bedingung einmal erfüllt iſt, ſo iſt ſie für alle 
Elementenpaare erfüllt. Iſt nämlich die involutoriſche Paarung 
für ein Paar von zwei projektiven Punktreihen eingetreten, 
ſo muß ſie überall ſtattfinden. Bezeichnen wir daher einen 
beliebigen Punkt, den wir als den vier Punktreihen zuge— 

R 

gu 
bee 

ULT 
die vorherige Übertragung nach Q, projiziert, jo müſſen die 
dem Elemente Q, entſprechenden Punkte Q“ bezw. 
nach R,S,T,U, fallen, und es gilt alſo auch für dieſe be— 
liebigen Elemente die Beziehung: R. 8 7 U, projektiv zu 
.““. 


hörig betrachten, mit und wird dieſes Element durch 


Zweiter Teil. 


81 

Es ſeien in einer Ebene J zwei nicht polare Felder 7, 
und “ durch das Vierſeit a boch do und das Viereck A'B’C’D‘ 
reziprok aufeinander bezogen. 

Wir bezeichnen die Schnittpunkte der Seiten b, und ©, 
mit A, (Fig. 10), von a, und c, mit Bi, von a, und bo mit 
Ci und verbinden dann die Punkte A! B!“ mit einem in 
der Ebene n gelegenen Punkt L und die Punkte A1 BI CI 
mit einem ebenfalls in der Ebene 7 gelegenen Punkt 8. 
Die Punkte L und S follen mit keinem der gegebenen 
Elemente zuſammenfallen.) Wenn wir den Schnittpunkt 

der Geraden TA“ und SA, mit a 
LB B 


24 „ 70 


5 „ % re 
bezeichnen, dann auf TD einen beliebigen Punkt o und auf 
S einen beliebigen Punkt D. annehmen, jo ſind durch 
45719 und A1 BI Ci Di zwei Felder beſtimmt, die zu 1 
collinear und zu 9% reziprok find. Das Feld % und das 
durch Ar BI Ci Di beſtimmte Feld 7, haben nun ein Dreieck 
Al Bi Ci gemeinſam, jo daß jede Ecke der gegenüberliegenden 
Seite doppelt entſpricht. Die reziproken Felder n, und 1. 
find daher zu einander polar oder bilden ein Polarſyſtem “). 


) Vergl. Reye, a. a. O., 2. Abt., Vortrag 13. 


* 


In unſerer Betrachtung iſt der Punkt ? auf der Ge— 
raden ED‘ und der Punkt D. auf der Geraden SO beliebig. 
Es kann daher D, in jeden Punkt der Ebene fallen, jo daß 
wir doppelt unendlich viele Syſteme AT BI CI D. erhalten 
können, die zu % polar find und das Poldreieck A BI Ci 
gemeinſam haben. In der angegebenen Übertragung ſind 
A“, B', C“ und aß, bo, co drei beliebige entſprechende Ele— 
mentenpaare der Felder ) und ½. Es iſt dabei nur darauf 
zu achten, daß A“ in den Schnittpunkt von bo und c, über: 
tragen wird und ebenſo B' in den Schnittpunkt von a, und 
co und C' in den Schnittpunkt von a, und bo. Laſſen wir 
nun den Punkt B' im Felde „ auf der Geraden B’C' 
wandern, dann beſchreibt der entſprechende Strahl bo in 70 
einen Strahlenbüſchel um A, und der Punkt C, durchläuft 
die Gerade ag. Damit erhalten wir unendlich viele Pol— 
dreiecke mit den gemeinſamen Ecken A, und BI. Durchlaufen 
ferner die Punkte B' und C' in 7 die Geraden A“ B! bezw. 
A’C’, dann bilden die entſprechenden Geraden bo und eh 
in % Strahlenbüſchel um C, und Bi, und der Punkt A, 
kann jede Lage in der Ebene annehmen, wodurch wir aber— 
mals doppelt unendlich viele verſchiedene Poldreiecke A1 BI Ci 
erhalten. Daraus erſehen wir, daß das ebene Feld 1) ſich 
in fünffach unendlich viele verſchiedene Felder n, übertragen 
läßt, die zu dem ebenen Feld 7, polar find. 
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Es ſei jetzt in der Ebene n noch ein weiteres Feld „“ 
durch das Viereck A“ B“ C“ D“ reziprok, aber nicht polar auf 
N bezogen. 

Bezeichnen wir die Punkte B' und C' von 1 (Fig. 11) 
in dem neuen Felde )“ mit E“ und F“, ſo entſprechen 
dieſen Punkten in % die Geraden bo und c, bezw. e, und 
fo. Wenn wir dann die Verbindungslinie des Schnittpunktes 


„„ 


von bo und e, mit dem Schnittpunkt von co und f, mit a, 
bezeichnen, ſo entſprechen dieſer Geraden a, in J und 1 die 
beſtimmten Punkte A“ und A“. Wir wählen noch folgende 
Bezeichnungen: Die Punkte A“ und A“ ſeien in dem je⸗ 
weiligen anderen Feld mit 8“ bezw. D' bezeichnet, ferner 


der Schnittpunkt der Geraden b, und c, mit | 25 


Man kann nun durch dieſelbe Übertragung A“ BOD“ in 
AI BI CI Di und A“ E“ F“ G“ in A E F. G, verwandeln, 
wobei ſowohl das durch A B. Ci Di beſtimmte Feld , als 
auch das durch A E Fe Gs beſtimmte Feld ½ mit dem rezi⸗ 
proken Feld 7 je ein Poldreieck A1 BI Ci bezw. A2 Ex F 
gemeinſam hat, jo daß ſowohl ½ als auch ne zu 10 
polar iſt. 

In unſerer Anordnung ſind, wie man leicht erſieht, nur 
die Punkte B' und C' beliebig. Hält man BIO feſt, jo kann 
C' jede Lage in der Ebene, d. i. doppelt unendlich viele 
Lagen einnehmen, ſo daß die gleichzeitige Übertragung zweier 
Felder in Polarſtyſteme auf doppelt unendlich viele Arten 
hergeſtellt werden kann. Eine Anderung von B' führt zu 
Übertragungen, die in den bereits gegebenen doppelt unend⸗ 
lich vielen Übertragungen enthalten ſind. 


S 3. 
Es ſei endlich noch ein drittes Feld “ in der Ebene 7 
durch ein Viereck A“ B!“ C'!“ D'!“ auf 90 reziprok, aber nicht 
polar bezogen. 
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Bezeichnen wir dann die Punkte B' und C' des Feldes 
J (Fig. 12) mit 1“ und K“, wenn fie zu 1 gehören, 
jo entſprechen dieſen in % die Geraden io und ko. Es 
werden ſich dann, ſowohl bo, eo, io, als auch c,, f., ko im all— 
gemeinen in je drei Punkten ſchneiden. Läßt man nun den 


B. f(x’ \ 
Punkt [E“ auf einer beliebigen Geraden y“ | wandern, 
12 ) A 


jo beſchreiben die entſprechenden Geraden bo, eo, io drei pro— 
jektive Strahlenbüſchel um Xo, Yo, Zu. Die entſprechenden 
Strahlen bo und es ſchneiden ſich daher in Punkten eines 
Kegelſchnitts durch X, und Y, und ebenſo die entſprechenden 
Strahlen von bo und jo in den Punkten eines Kegelſchnitts 
durch X, und 20. Beide Kegelſchnitte haben den Punkt X, 
gemeinſam und müſſen ſich daher mindeſtens noch in einem 
zweiten reellen Punkte ſchneiden, durch den dann die drei Strahlen 
bo, eo, jo gehen müſſen. Läßt man ebenſo C' auf einer Ge— 
raden wandern, ſo kommt man ebenfalls ſtets zu einem Punkte, 
deſſen drei entſprechende Geraden durch einen Punkt gehen. 


(B“ 0 
Hat man zwei ſolche Punkte [E'] und [F“ | ge⸗ 
1 [K“ 


funden, deren drei entſprechende Geraden ſich je in einem 
Punkte ſchneiden, und bezeichnet man die Verbindungslinie 
dieſer Punkte mit a,, jo entſprechen dieſer Geraden a, in den 
Feldern 7, J“, “ die bezüglichen Punkte A“, A“, A, 
Bezeichnet man dann noch den 

Schnittpunkt der Geraden b, und c, mit A, 


77 nv 7 & n 10 7 


A2 
7 7 „ 10 7 k, 77 A, 
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(B 
und den einen gemeinſamen Schnittpunkt mit | Ez], den 
0 


I. 


(GC, ) 
andern mit F. 

K. 
ſelbe Übertragung die Punkte BCA! AA“ in Bi CI AI A2 A; 
zu verwandeln. Da aber durch vier Elementenpaare ſchon zwei 
collineare Felder beſtimmt ſind, ſo läßt ſich dieſe Übertragung 
nur dann herſtellen, wenn die Punkte A und A, ent⸗ 
ſprechende Elemente in den beiden collinearen Feldern ſind, 
die durch BCAA“ und BI CI AI As beſtimmt find. Dieſe 
Bedingung können wir auch jo ausdrücken: Sind B und C 
zwei in der Ebene J gelegene Punkte, deren in % ent⸗ 
ſprechende drei Strahlen ſich in je einem Punkte Ci bezw. 
Bi ſchneiden, und find ferner die drei Punkte, die in % der 
Verbindungslinie von B und C entſprechen, mit A1, A2, A; 
bezeichnet, und die drei Punkte, die der Verbindungslinie von 
Bi und Ci in 1, ) „ entſprechen, mit u 
müſſen die Figuren BCAA“ A“ und C B. A A A; eine 
Collineation bilden. Nur wenn von vornherein dieſe Be⸗ 
dingung erfüllt iſt, können die drei Felder Y, 7)“, n gleich⸗ 
zeitig jo übertragen werden, daß fie mit ½ Polarſyſteme 
bilden. 


„ſo handelt es ſich nur darum, durch die— 
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